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Célculo II. Examen VIII

Ejercicio 1. Funcion uniformemente continua. Teorema de Heine.

Definicién 0.1 (Continuidad Uniforme). Sea f: A — R una funcién. Se dice que
f es uniformemente continua si:

Ve>0,30>0]|Siz,y€ A, con |z —y|<d=|f(x)— f(y)| <e
Teorema 0.1 (Teorema de Heine).
f i [a,b] = R uniformemente continua en [a,b] <= f : [a,b] — R continua en [a, b]
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion.
—) Trivialmente, tomando y = a, tenemos que f es continua en todo y € [a, bl
por lo que f es continua.
<) Demostramos mediante reduccién al absurdo. Suponemos que f es continua
pero que no es uniformemente continua.

Por tanto, por no ser uniformemente continua, podemos encontrar ,,, y, € [a, ]
con Yy, —x, = 0y |f<yn) - f(xn>| 2 €.

Como z,, vy, estan acotadas, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass podemos
encontrar una parcial o tal que Zo(m) = T Y Yon) — ¥-

Puesto que ¥, — 2, = 0¥ Yo(n) — Tom) — ¥ — ¥, por la unicidad del limite,
concluimos que y —z =0=—= z =y.

Por la continuidad de f, ha de ser que f(Yom)) — f(Tom)) = f(y) — f(x) =0
(por ser x = y). Esto, sin embargo, contradice que |f(y,)| — f(x,)| = €o.

Por tal contradiccon, deducimos que la hipotesis es falsa, y que por tanto f es
uniformemente continua.

]

Ejercicio 2. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones, justificando
la respuesta:

1. Sean f : A - R,g : B — R con f(A) C B dos funciones uniformemente
continuas. Entonces g o f es uniformemente continua.

Tenemos que f es uniformemente continua; es decir:

Vé>0,30>0]|Siz,y€ A, con |z —y|<d=|f(x)— fy)| <é

Tenemos que g es uniformemente continua; es decir:

Ve> 0,30 >0|Siaz,ye B, conlz—y| <d=|g(x) —gly)| <e

En particular, tomando € = B} , v usando que f(A) C B, la continuidad unifor-
me de g queda:

Ve >0,3¢>0]Si f(z), fy) € B, con |f(x)—f(y)| <é=|g(f(zx))—g(f(y))] <e

Uniendo lo que tenemos, queda:

Ve>0,30>0[Siz,y€ A, con|r—y|<d=[(go f)(z)— (90 )y <e

Es decir, se ha demostrado que go f es uniformemente continua, por lo que es
cierto.
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2. Toda funcién f : Rf — R uniformemente continua estd acotada.

Tomando f(x) = x, tenemos que es lipsitchziana por ser f’(x) = 1 acotada.
Al ser f lipsitchziana, tenemos que f es uniformemente continua.

No obstante, f no estd acotada, por lo que el enunciado es falso.
3. Si f:R* — R es uniformemente continua y tiene limite en +o00, es una funcién
acotada.

Tomando f(x) = x, tenemos que es lipsitchziana por ser f’(x) = 1 acotada.
Al ser f lipsitchziana, tenemos que f es uniformemente continua.

No obstante, f no estd acotada, por lo que el enunciado es falso.
4. Si f: Rt — R es uniformemente continua y tiene limite en +o00, es una funcién
acotada.

Por reduccién al absurdo, supongamos que f no esta acotada. Entonces,

Han} (2, € RT Vn e N) | {|f(xn)|} — +o0

Como f tiene limite en 400, se tiene que:

V{z!,} = +oo (2}, eR" VneN) = {f(z])} = LR

Por tanto, tenemos que {z,} no diverge, por lo que estd acotada.

IM >0 |ze| <M VneN

Consideramos ahora fjo . Como f es uniformemente continua, transforma
conjuntos acotados en conjuntos acotados. Por tanto, f(]0, M) esta acotado.

Por tanto, tenemos que f(z,) € f(]0,M[) Vn € N. Por tanto, f(z,) acotado.
Pero como {|f(z,)|} diverge, llegamos a una contradiccién.

Por tanto, f esta acotada.

Observacion. Tenemos que V{z,} — 400, tenemos que la imagen de la cola
estd acotada por L + ¢, y que la imagen de los primeros términos, por ser un
conjunto acotado y ser f uniformemente continua, también es uniformemente
continua.

5. Toda funcién integrable tiene una primitiva. Pon un ejemplo.

Si f fuese continua, es cierto. No obstante, hay funcién integrables que no son
continuas. Ejemplo de esto es la funcién de las palomitas o la funcién parte
entera. Estas son integrables pero no admiten una primitiva.

De admitir la funcién parte entera F(z) una primitiva, tendriamos que F(z)
serfa la derivada de una funcién continua, y esto no es posible por ser E(z)
discontinua.
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Ejercicio 3. Calcula los extremos relativos de la funciéon F': R — R dada por:

Flz) = / POy weRr)

+2
. €

Tenemos que el integrando es una funcién par y que es localmente integrable,

por lo que:
T 21_2 3321_2
F(x):/ Mdtzg/ udt
0

2 2
€ et

Como el intervalo es Riemman Integrable, tenemos que, por el TFC tenemos

que:
21_ 2
Flay=2. 20T g0
ex

Estudiamos la monotonia:

» Para v < —1: I'(x) < 0 = F(z) estrictamente decreciente.

» Para —1 <2 <0: F'(z) > 0 = F(x) estrictamente creciente.

Para 0 <z < 1: F'(x) > 0 = F(z) estrictamente creciente.

Para 1 < z: F'(z) < 0 = F(x) estrictamente decreciente.

Por tanto, tenemos un minimo relativo en x = —1 y un maximo relativo en
=1

Ejercicio 4. Calcula:

sen® x

1. Una primitiva de la funcién f(z) = en el intervalo [—%,Z].

4/ COST

Se pide la integral indefinida:

sen® e | cOST=1 ve[-2,2]] [sen’z dt _/seandt_
Jcos senz dr = dt Vit senx Vi

1—¢2 / 1 /3 t5/2
= dt=2 [ —dt— [tz dr =2Vt — — +C =
/ Vit 2Vt g

2 2
=20/t — gt\ﬁ +C = 24/cosx — R coszy/cosz + C
Por tanto, una primitiva de f(x) es:

2
F(z) =2y/cosx — - Cos x\/cos T

2. /sen(x)e_%d:v

_ 2z / _ 9,2z
/sen(l')e%dx = { u(w) = 68 wlz) = =2e } = —cos x621—2/cos re ** dr =

} = —cosxe **—2sen x62x+4/62” senz dx
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Por tanto, se trata de una integral ciclica. Tenemos:

—2x
/em’senx dx = 63 (cosx + 2senzx) + C



